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1. Introducció

Un dels principals invariants de la teoria de singularitats algebraiques és l’anomenat
polinomi de Bernstein-Sato. El polinomi de Bernstein-Sato és un polinomi d’una variable
complexa, l’existència del qual es deriva de la teoria de D-mòduls [Ber72]. La importància
d’aquest invariant prové del fet que molts altres invariants (monodromia [Mal75, Mal83],
nombres de salt [ELSV04, BS05], espectre [BS05], funcions zeta [Ber71, Lic85, Lic89,
Bla19], etc.) i altres propietats es poden recuperar a partir del polinomi de Bernstein-
Sato. Malgrat la seva importància en la teoria de singularitats i en geometria biracional,
el comportament de les seves arrels és encara poc conegut [Wal15, MJNB21]. La principal
dificultat en l’estudi d’aquest invariant és que es tracta d’un invariant analític que depèn
de l’equació que defineix la singularitat i no només del seu tipus topològic.

L’objectiu d’aquest text és fer una introducció a la teoria del polinomi de Bernstein-Sato
i presentar les idees darrere la demostració [Bla21] d’una conjectura sobre l’estructura de
les seves arrels en el cas de singularitats de corbes planes irreductibles. L’anomenada
conjectura de Yano, proposada pel matemàtic japonès Tamaki Yano el 1982 [Yan82],
estableix que, per a singularitats de corbes planes irreductibles, les arrels del polinomi
de Bernstein-Sato es poden determinar completament a partir del tipus topològic de la
singularitat, sempre que l’equació de la corba sigui suficientment genèrica.

Aquest text està organitzat de la manera següent: a la secció 2 s’introdueix la definició
i algunes propietats del polinomi de Bernstein-Sato, que serà el principal objecte d’estudi.
La secció 3 tracta sobre la fibra de Milnor i el concepte monodromia, elements que estan
íntimament lligats amb el polinomi de Bernstein-Sato. A les seccions següents es fa una
petita introducció al concepte connexió partint de l’exemple clàssic de la connexió de
Gauss-Manin. A la secció 6 es presenten resultats clàssics de Brieskorn i Malgrange
que relacionen la connexió de Gauss-Manin amb el polinomi de Bernstein-Sato d’una
singularitat aïllada. Tots aquests conceptes ens permeten enunciar, a la secció 7, la
conjectura de Yano.

Les seccions següents contenen les parts més importants de la demostració de la conjec-
tura de Yano, començant pels períodes integrals a la fibra de Milnor introduïts a la secció 8.
A la resta de seccions es poden trobar els elements més tècnics de la demostració, les
seccions geomètriques i elementals, així com la resolució de singularitats i la resolució semi-
miestable. Totes aquestes eines es fan servir a les seccions 12 i 13 per construir l’expansió
asimptòtica completa en el cas de corbes planes. Tot això permet, finalment, presentar a
l’última secció un resum de com encaixen totes aquestes peces dins la demostració de la
conjectura de Yano.
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2. El polinomi de Bernstein-Sato

Sigui R := C[x1, . . . , xn] l’anell de polinomis amb coeficients complexos en n variables.
Denotem amb D := C[x1, . . . , xn]〈∂1, . . . , ∂n〉 l’àlgebra de Weyl, on ∂i és l’operador de
derivació parcial respecte de la variable xi. Sigui X := Cn.

L’àlgebra de Weyl és un anell no commutatiu amb les relacions xi∂j = ∂jxi, si i �= j
i ∂ixi − xi∂i = 1 altrament. Tot element P de D es pot escriure com una suma finita
P =

∑
α,β≥0 x

α∂β, la forma normal de P , on α, β són multiíndexs. Si s és una nova
variable que commuta amb totes les xi, ∂i, definim D[s] := D⊗C C[s], l’anell de polinomis
en s amb coeficients a D. En aquest cas, qualsevol P ∈ D[s] es pot escriure com a
P (s) =

∑m
i=0 s

iPi, on els Pi són elements de D.

Per a qualsevol polinomi no constant f ∈ R, podem associar a les singularitats de f = 0
el principal invariant d’estudi d’aquest treball, el qual es deriva de la teoria de D-mòduls.

Definició 2.1. Denotem amb Rf [s] · f s el mòdul lliure generat pel símbol f s sobre la
localització Rf [s] := R[f−1, s]. La regla de la cadena,

(2.1) ∂i ·
(

g

fk
· f s

)
= ∂i ·

(
g

fk

)
· f s +

sg

fk+1
· ∂f
∂xi

· f s,

per a cada g(x, s) ∈ R[s], indueix una estructura de D[s]-mòdul per l’esquerra en Rf [s]·f s.

A continuació definim l’anul.lador paramètric de f

(2.2) AnnD[s](f
s) = {P (s) ∈ D[s] | P (s) · f s = 0},

i per

(2.3) Mf (s) = D[s]/AnnD[s](f
s),

el D[s]-mòdul cíclic generat per 1 · f s ∈ Rf [s] · f s.

L’equació funcional de Bernstein-Sato introduïda per Bernstein [Ber72] implica
l’existència d’un operador diferencial P (s) ∈ D[s] i d’un polinomi no nul bf,P (s) ∈ C[s]
tal que

(2.4) P (s) · f s+1 = bf,P (s)f
s.

En altres paraules, existeix un element de la forma P (s) · f − bf,P (s) ∈ AnnD[s](f
s).

Qualsevol d’aquests operadors diferencials P (s) ∈ D[s] queda determinat, llevat d’un
element de AnnD[s](f

s). Atès que els polinomis bf,P (s) que satisfan l’equació (2.4) per a
algun operador diferencial P (s) formen un ideal de l’anell C[s], això permet definir:

Definició 2.2. El generador mònic de l’ideal de C[s] generat per tots els bf,P (s) que
satisfan l’equació (2.4) és el polinomi de Bernstein-Sato bf (s) de f .

Denotem amb ρf ⊂ C el conjunt de les arrels de bf (s). Com que s = −1 és sempre una
arrel de bf (s), habitualment també es defineix el polinomi de Bernstein-Sato reduït com
a b̃f (s) := bf (s)/(s+ 1).

Una manera equivalent de definir el polinomi de Bernstein-Sato bf (s) és com el polinomi
mínim de l’acció de s en el C[s]-mòdul M(s)/M(s + 1). El polinomi de Bernstein-Sato
bf (s) del polinomi f va ser descobert independentment per Sato [SS90] en el context de
la teoria d’espais vectorials prehomogenis.
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Remarca 2.3. Tot el que s’ha esmentat prèviament continua sent essencialment cert
si f és una sèrie de potències holomorfa de l’anell C{x1, . . . , xn}. La demostració de l’e-
xistència del polinomi de Bernstein-Sato en aquest cas es deu a Björk [Bjo74] i Kashiwara
[Kas76]. En aquest context, habitualment se l’anomena polinomi de Bernstein-Sato local
en contrast amb el prèviament definit polinomi de Bernstein-Sato global bf (s) i es denota
amb bf,0(s) o bf,p(s), p ∈ X. De manera similar, denotem amb b̃f,0(s) el polinomi de
Bernstein-Sato local reduït.

La relació entre el polinomi global bf (s) i el local bf,p(s) és la següent [MNM91]:

(2.5) bf (s) = lcmp∈Var(f) bf,p(s).

És a dir, el polinomi de Bernstein-Sato global és el mínim comú múltiple de tots els
polinomis de Bernstein-Sato locals. Calcular el polinomi de Bernstein-Sato per a un
element específic f ∈ R és, en general, molt complicat, fins i tot computacionalment. Si
f és llis en el punt p ∈ Var(f), es pot comprovar llavors que bf,p(s) = s + 1. Per tant,
fent servir l’equació (2.5) hom té bf (s) = s+1 per a tota hipersuperfifície llisa definida per
f ∈ R. L’enunciat recíproc també és cert (vegeu [BM96]).

Fórmules explícites per al polinomi de Bernstein-Sato són rares de trobar. Un tipus de
singularitats on sí que és possible és el cas d’un encreuament normal,

(2.6) f =
∏
i

xai
i , P (s) =

∏
i

∂ai
i , i bf (s) =

∏
i

ai∏
j=1

(s+ j/aj).

Donada aquesta fórmula i fent servir l’equació (2.5), calcular el polinomi de Bernstein-Sato
per al cas n = 1 esdevé trivial. Un altre exemple senzill seria

(2.7) f =
m∑
i=1

x2
i , P (s) =

m∑
i=1

∂2
i , i bf (s) = (s+ 1)

(
s+

m

2

)
.

El cas de polinomis quasihomogenis amb una singularitat aïllada és també fàcil de calcu-lar

lar (vegeu [Yan78] i [Mal75]). Altres càlculs per a exemples concrets es poden trobar a [ Ya n 7 8 ]

[Yan78] (vegeu també [Kat81] i [Kat82]).

Les arrels del polinomi de Bernstein-Sato bf (s) són nombres racionals negatius, és a dir,
ρf ⊂ Q<0 (vegeu els treballs de Malgrange [Mal75], per al cas d’una singularitat aïllada,
i de Kashiwara [Kas76], per al cas general).

3. La fibra de Milnor i la monodromia

Sigui f : (Cn+1,0) −→ (C, 0) un germen de funció holomorfa. Per a 0 < δ � ε � 1,
sigui Bε ⊂ Cn+1 la bola de radi ε centrada a l’origen, T ⊂ C el disc de radi δ centrat en
zero i T ′ := T \ {0} el disc perforat. Abusant de la notació, denotarem també amb f un
representant del germen. Definim ara

(3.1) X := Bε ∩ f−1(T ), X ′ := X \ f−1(0), Xt := Bε ∩ f−1(t), t ∈ T.

La restricció f ′ : X ′ −→ T ′ és un fibrat vectorial tal que totes les fibres Xt són difeomorfes,
independentment de l’elecció de δ, ε o t ∈ T ′(vegeu [Mil68, § 4]). Qualsevol d’aquestes
fibres Xt, o més precisament el seu tipus de difeomorfisme, s’anomena fibra de Milnor
de f . El complex de grups d’homologia Hi(Xt,C) (i els de cohomologia H i(Xt,C)) són
espais vectorials de dimensió finita que s’anul.len més enllà de grau n, ja que Xt té el tipus
d’homotopia d’un complex cel.lular de dimensió n [Mil68, teorema 5.1].
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L’acció del grup fonamental π(T ′, t) de la base de la fibració indueix un difeomorfis-me

me h a cada fibra Xt, que s’anomena monodromia geomètrica. Alternativament, aquesta
mateixa acció indueix endomorfismes h∗, h∗ de H∗(Xt,C) i H∗(Xt,C), respectivament,
anomenada monodromia algebraica complexa de f . La monodromia algebraica depèn
només de la singularitat (f−1(0),0) i no de l’equació escollida. El resultat fonamental sobre
l’estructura de l’endomorfisme de monodromia és l’anomenat teorema de la monodromia.

Teorema 3.1 (monodromia [Gro72, Cle69, Bri70]). L’operador h∗ és quasiunipotent, és
a dir, existeixen enters p i q tals que (hp

∗ − id)q = 0. En altres termes, els valors propis
de la monodromia són arrels de la unitat. A més a més, es pot prendre q = n+ 1.

Si f defineix una singularitat aïllada, la topologia de la fibra de Milnor és bastant
senzilla. En aquest cas, la fibra de Milnor té el mateix tipus d’homotopia que un ram de
µ esferes, on µ és l’anomenat nombre de Milnor de la singularitat (vegeu [Mil68, teore-m a

ma 6.5]). Per tant, H̃i(Xt,C) = 0 per a i �= n i dimCHn(Xt,C) =: µ. A més a més, el nom-bre

bre de Milnor coincideix amb

(3.2) µ = dimC
Ωn+1

X,0

df ∧ Ωn
X,0

.

Pel principi d’Oka-Grauert [Gra58], la fibració de Milnor f ′ : X ′ −→ T ′ de la singu-
laritat definida per f determina un fibrat vectorial holomorf f ∗ : Hn −→ T ′ sobre T ′,
on

(3.3) Hn :=
⋃
t∈T ′

Hn(Xt,C)

i on f ∗ és la projecció natural de Hn a T ′. Similarment, hom té el fibrat vectorial dual
f∗ : Hn −→ T ′. El fibrat vectorial Hn(Hn, respectivament) s’anomena habitualment fi-
bració de Milnor en cohomologia (homologia, respectivament). Denotarem amb Hn(Hn,
respectivament) els feixos localment lliures de seccions holomorfes dels fibrats vectorials
Hn(Hn, respectivament). Com que f ′ és localment trivial, el fibrat de Milnor en cohomo-
logia és un fibrat vectorial localment constant. Òbviament, el mateix és veritat per al cas
de l’homologia. Denotem amb Λ el conjunt de valors propis de l’operador de monodromia
h∗. Fixat λ ∈ Λ, denotem amb Hp

λ el conjunt de vectors de Hp que són anul.lats per
(h∗ − λ id)n+1 i denotem amb f ∗

λ la projecció natural de Hn
λ a T ′. Llavors, Hn

λ és un
subfibrat holomorf de Hn tal que Hn =

⊕
λ∈Λ H

n
λ .

4. La connexió de Gauss-Manin

Sigui E −→ S un fibrat vectorial holomorf sobre una varietat complexa S. Denotem
amb F el seu feix de seccions holomorfes.

Definició 4.1. Una connexió holomorfa a E és una aplicació C-lineal

(4.1) ∇ : F −→ Ω1
S ⊗OS

F =: Ω1
S(F),

que satisfà la identitat de Leibniz

(4.2) ∇(gσ) = dg ⊗ σ + g ⊗∇(σ),

on g és una secció de OS i σ una secció de F .
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Sigui ΘS := DerC(OS) = HomOS
(ΩS,OS) el feix de camps vectorials de la base S.

Una connexió defineix una derivada covariant al llarg d’una secció v de ΘS mitjançant
∇v(σ) = 〈∇σ, v〉, on 〈·, ·〉 és l’emparellament canònic Ω1

S×ΘS → OS. Llavors, ∇v defineix
un homomorfisme C-lineal ∇v : F → F que continua satisfent la identitat de Leibniz.
Quan S és de dimensió 1, donar una derivada covariant és el mateix que donar una
connexió i, per tant, en aquest cas, podem fer servir el terme connexió indistintament.

Una connexió ∇ =: ∇0 : F → Ω1
S ⊗OS

F pot ser estesa a un homomorfisme C-lineal
entre els feixos
(4.3) ∇i : Ω

i
S ⊗

OS

F −→ Ωi+1
S ⊗

OS

F
mitjançant la igualtat
(4.4) ∇i(ω ⊗ σ) = dω ⊗ σ + (−1)iω ∧∇i−1(σ), ω ∈ Ωi

S, σ ∈ F ,

on ω és una secció de Ωi
S i σ és una secció de F . Aquí ω ∧ ∇i−1(σ) representa la imatge

de la secció ω ⊗∇i−1(σ) de F ⊗ (⊗i−1
1 ΩS) per l’aplicació natural

(4.5) F ⊗ (⊗i−1
1 ΩS) −→ F ⊗ (∧i−1

1 ΩS) = F ⊗ Ωi−1
S .

L’homomorfisme C-lineal R = ∇1 ◦ ∇0 : F → Ω2
S(F) s’anomena curvatura de la

connexió. Una connexió és integrable o plana si R = 0, equació equivalent a la identitat
∇[X,Y ] = [∇X ,∇Y ], per a tot parell X, Y de seccions de ΘS. A partir d’aquí assumirem
que totes les connexions són llises.

Una secció local σ de F és plana o horitzontal si ∇(σ) = 0. La integrabilitat d’una
connexió ∇ implica la integrabilitat de l’equació diferencial ∇(σ) = 0 associada, per a
qualsevol condició inicial σ(s) = v0 ∈ Es, s ∈ S. El teorema de Cauchy sobre l’existència
de solucions d’equacions diferencials implica l’existència d’una base de seccions locals
planes. Per tant, el nucli d’una connexió Ker∇ defineix un feix localment constant de
C-espais vectorials sobre S. Un feix localment constant de C-espais vectorials de dimensió r

r
s’anomena habitualment sistema local de rang r.

Sigui ara e1, . . . , en una base local del fibrat vectorial E −→ T de dimensió n. Sempre
és possible definir localment una connexió mitjançant ∇(ei) = 0 per a tot i = 1, . . . , n. Si
el fibrat vectorial és localment constant, aquesta definició s’estén a una connexió global.
En efecte, si {Ui}i∈I i gi,j : Ui ∩ Uj → Aut(E) és una trivialització de E, ∇(ek) =
∇(

∑
l gi,jel) =

∑
l dgi,jel = 0, ja que les funcions de transició són constants. Un fibrat

vectorial localment constant s’anomena habitualment fibrat vectorial pla.

Teorema 4.2 ([Del70, teorema 2.17]). Existeix una equivalència de categories entre sis-
temes locals i fibrats vectorials plans.

Ja hem vist que una implicació s’obté considerant el nucli de la connexió. Per a l’altra
implicació, si L és un sistema local, la connexió ∇ en el feix localment constant L⊗C OT

està donada simplement per ∇(σ · g) = σ · d(g). Notem que, si L = CT és simplement el
feix constant, llavors F = OT i la connexió coincideix amb la derivada exterior.

Definició 4.3. La connexió de Gauss-Manin en (co)homologia és la connexió integrable
donada per
(4.6) ∇p : Hp −→ Ω1

T ′ ⊗OT ′ Hp, ∇p : Hp −→ Ω1
T ′ ⊗OT ′ Hp,

a la fibració de Milnor en (co)homologia.
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En aquest treball estarem principalment interessats en la versió cohomològica de la
connexió de Gauss-Manin en el cas que f : (Cn+1,0) −→ (C, 0) defineixi una singularitat
aïllada. Per tant, com a conseqüència de la secció 3, només ens interessaran els grups de
cohomologia i homologia de dimensió n. Designarem per L∗

λ = Ker∇n
λ el sistema local

generat per les seccions de L∗ que són anul.lades per l’endomorfisme (h∗ − λ id)n+1.

5. Formes diferencials relatives

El complex de feixos de formes diferencials relatives del morfisme f : X −→ T és

(5.1) Ω•
X/T : 0 −→ OX

dr−−→ Ω1
X/T

dr−−→ · · · dr−−→ Ωn
X/T

dr−−→ Ωn+1
X/T −→ 0,

on Ωp
X/T := Ωp

X/f
∗Ω1

T ∧ Ωp−1
X = Ωp

X/df ∧ Ωp−1
X , i dr és el morfisme diferencial induït al

quocient. El complex de diferencials relatives (Ω•
X/T , dr) és un complex de OX-mòduls.

A més a més, Ωp
X/T és un OT -mòdul via l’acció g · ω �→ f ∗(g)ω, on g és secció de OT , i ω

una secció de Ωp
X/T . Es pot comprovar que dr és OT -lineal.

La cohomologia de De Rham relativa respecte del morfisme f : X −→ T és

(5.2) Hp(X/T ) := Rpf∗Ω
•
X/T .

Si el morfisme f és llis es pot demostrar que Hp(X/T ) coincideix amb Rpf∗CX ⊗CT
OT

(vegeu, per exemple, [Kul98, § 3.3.1]). Això vol dir que Hp(X/T ) és una extensió natural a
tot T del feix Hp sobre T ′ introduït a la secció 3, és a dir, Hp(X/T )

∣∣
T ′ = Hp(X ′/T ′) ∼= Hp.

A més a més, en el nostre context, f és un morfisme Stein i, en conseqüència, la primera
seqüència espectral per a la hipercohomologia de l’equació (5.2) degenera, cosa que implica

(5.3) Hp(X/T ) = Hp(f∗Ω
•
X/T ).

Teorema 5.1 ([Bri70, teorema 1.5]). Si f és una singularitat aïllada, els feixos Hp(X/T )
són feixos coherents.

L’isomorfisme entre Hp(X ′/T ′) i Hp indueix una connexió a Hp(X/T )
∣∣
T ′ que segui-

rem anomenant connexió de Gauss-Manin. Un dels resultats fonamentals de Brieskorn
a [Bri70] és una descripció algebraica de la connexió de Gauss-Manin a Hp(X/T )

∣∣
T ′ , la

qual s’estén naturalment a tota la base T .

La manera d’obtenir la connexió de Gauss-Manin algebraica a Hp(X/T ) és la següent:
com que tenim una descripció de l’estil de De Rham del fibrat de cohomologies Hp, les
classes de cohomologia poden ser integrades. La integral d’una forma diferencial relativa
[ω] ∈ Γ(X,Ωp

X/T ) al llarg d’un cicle γ de Hp

(5.4) I(t̃) :=

∫

γ(t̃)

ω, t̃ ∈ T̃ ′,

dona lloc a un emparellament no degenerat Hp(X ′/T ′) × Hp −→ O
T̃ ′ , on O

T̃ ′ denota el
feix de formes holomorfes a la coberta universal T̃ ′ de T ′. L’acció de la monodromia h∗
a Hp implica que I(t) és, en general, una funció holomorfa multivaluada a T ′. Aquest
emparellament correspon, sobre oberts simplement connexos de T ′, a l’emparellament no
degenerat Hp ⊗Hp −→ OT ′ .
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A continuació, les integrals I(t) de l’equació (5.4) seran interpretades com a funcions
holomorfes I(t) a T ′ definides en un sector arbitrari amb centre a l’origen 0 ∈ T . Demos-
trarem ara que I(t) és una funció holomorfa de t en qualsevol d’aquests sectors. Per a
això, necessitarem el teorema del residu de Leray.

Teorema 5.2 (residu de Leray [Ler59, p. 28]). Sigui ω ∈ Γ(X,Ω p
X) i γ(t) ∈ H(Xt,C),

llavors

(5.5)
∫

γ(t)

ω =
1

2πı

∫

δγ(t)

df ∧ ω

f − t
,

on δ : Hp(Xt,C) −→ Hp+1(X \Xt,C) és l’operador covora de Leray.

La fórmula de l’equació (5.5) s’anomena teorema del residu de Leray, ja que ω
∣∣
Xt

és el
residu de Poincaré de (df ∧ ω)/(f − t).

Proposició 5.3 ([Bri70]). Sigui [ω] ∈ Γ(X,Hp(X/T )) i sigui γ(t) una secció localment
constant de Hp. Llavors,

(5.6)
d

dt

∫

γ(t)

ω =

∫

γ(t)

η,

on dω = df ∧ η, ja que dr([ω]) = 0. En particular, la funció I(t) de l’equació (5.4) és
una funció holomorfa en qualsevol sector obert centrat a l’origen.

A causa de la proposició 5.3, l’expressió de la derivada covariant de la connexió de
Gauss-Manin a Hp(X/T ) ve donada per ∂t([ω]) = [η]. En altres termes, ∇([ω]) = dt⊗ [η],
on η és tal que dω = df ∧ η. Queda per veure que aquesta expressió determina una
connexió ben definida a Hp(X/T ), és a dir, que η representa una classe de cohomologia a
Hp(X/T ). A aquests efectes, considerem (Ω•, df) el complex de Koszhul de f ,

(5.7) (Ω•, df) : 0 −→ OX
∧df−−−→ Ω1

X

∧df−−−→ · · · ∧df−−−→ Ωn
X

∧df−−−→ Ωn+1
X −→ 0.

Denotem amb Kp(f) := Ker(Ωp
X

∧df−−→ Ωp+1
X )/ Im(Ωp−1

X

∧df−−→ Ωp
X) els feixos de cohomologia

del complex (Ω•
X , df). És clar que en els punts p �∈ Sing(f) el complex és exacte, és a dir,

df ∧ ω = 0 implica que ω = df ∧ η. D’altra banda, si Sing(f) = {0}, és a dir, f és una
singularitat aïllada, el lema següent de De Rham implica l’exactitud del complex per a
p < n.

Lema 5.4 ([dR54]). Sigui R un anell commutatiu noetherià. Si g = (g1, . . . , gm) ∈ Rm

és una seqüència regular de R, llavors el complex de Koszul de g,

(5.8) K•(g) : 0 −→ R −→ Rm ∧g−→ Λ2Rm ∧g−→ · · · ∧g−→ ΛmRm −→ 0,

té grups de cohomologia

(5.9) Hp(K•(g)) =

{
0, p < m,

R/(g1, . . . , gm), p = m.

És a dir, donat ω ∈ ΛpRm, existeix η ∈ Λp−1Rm tal que ω = g∧ η si i només si g∧ω = 0.

Conjectura de Yano.indd   15 29/3/2023   10:10:20



16 guillem blanco fernández
16 GUILLEM BLANCO

En efecte, com que f té una singularitat aïllada a l’origen, les derivades parcials de
f a 0 formen una seqüència regular de l’anell OX,0. Això implica que, per a p < n, la
connexió de Gauss-Manin de Hp(X/T ) és

(5.10) ∇f : Hp(X/T ) −→ Ω1
T ⊗OT

Hp(X/T ), amb ∇f ([ω]) = [η],

on dω = df ∧ η. Com que 0 = d(dω) = −df ∧ dη implica que dη = df ∧ ζ, [η] és un
cocicle de Hp(X/T ).

De manera més general, en el cas p = n, o si f no defineix una singularitat aïllada,
s’obté el que s’anomena connexió de parella, la definició de la qual quedarà clara després
del següent cas particular. Hom té el següent morfisme C-lineal que satisfà la identitat
de Leibniz i que continuarem denotant amb ∇f i anomenant connexió de Gauss-Manin,

(5.11) ∇f : Hp(X/T ) −→ Ω1
T ⊗OT

′Hp,

on

(5.12) ′Hp := Coker dr = f∗Ω
p+1
X/T

/
Im(Ωp

X/T

dr−→ Ωp+1
X/T ).

Per al cas d’una singularitat aïllada i p = n, Brieskorn [Bri70] va considerar un feix
lleugerament més gran i més natural que presentem a continuació. El lema 5.4 implica
l’existència de la següent seqüència exacta curta:

(5.13) 0 −→ Ωn
X/T

df∧−−−→ Ωn+1
X −→ Ωn+1

X/T . −→ 0.

Prenent el quocient pels subfeixos drΩ
n−1
X/T i aplicant f∗, s’obté la seqüència exacta curta

(5.14) 0 −→ ′Hn df∧−−−→ ′′Hn −→ f∗Ω
n+1
X/T −→ 0,

on

(5.15) ′′Hn := f∗Ω
n+1
X /df ∧ d(f∗Ω

n−1
X ).

A conseqüència de l’equació (5.10), tenim també una connexió ∇f : df ∧ ′Hn −→ ′′Hn,
que és simplement [ω] �→ [dω]. La identificació d’aquest nou feix, definit a l’equació
(5.15), amb Hn sobre T ′, es realitza de la manera següent. Sigui ω ∈ Γ(X,Ωn+1

X ) que
representa una secció de ′′Hn. Com que df ∧ω = 0, podem escriure ω = df ∧ η, per a un
cert η ∈ Γ(X,Ωn

X), localment al voltant dels punts Xt, t �= 0. La restricció de qualsevol
d’aquestes η a la fibra Xt no depèn de la η escollida. D’aquesta manera, obtenim una
forma diferencial de Ωn

X′/S′ , que normalment es denota amb ω/df i s’anomena forma de
Gel’fand-Leray de ω.

6. El reticle de Brieskorn

Sigui k := OT,0[t
−1] el cos de gèrmens de funcions meromorfes a l’origen de T . Sigui V

un espai vectorial de dimensió finita sobre k.

Definició 6.1. Una connexió meromorfa ∇ a V és una aplicació C-lineal ∇ : V −→
Ω1

T,0 ⊗OT,0
V que satisfà la identitat de Leibniz, ∇(gv) = dg ⊗ v + g ⊗∇v.

Si ∇ és una connexió en un OT,0-mòdul E, s’estén de manera natural a una connexió
∇ al k-espai vectorial E ⊗OT,0

k a través de la fórmula

(6.1) ∇(s⊗ t−k) = ∇(s)⊗ t−k − s⊗ kt−k−1, s ∈ E.
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De manera similar, si ∇ : E −→ Ω1
T,0 ⊗OT,0

F és una connexió d’una parella de OT,0-
mòduls E ⊂ F tal que F/E és de torsió, és a dir, dimC F/E < ∞, llavors la connexió ∇
defineix una connexió meromorfa a V = E ⊗OT,0

k = F ⊗OT,0
k. Denotarem sempre amb

∂t := ∇d/dt la derivada covariant associada a la connexió.

Definició 6.2. Un reticle d’un k-espai vectorial V és un OT,0-submòdul L finitament
generat de V tal que V = L⊗OT,0

k. L’ordre del pol d’una connexió meromorfa ∇ en un
reticle L és el mínim p ∈ Z tal que tp∂tL ⊆ L.

Com que V = L⊗OT,0
k, L és lliure de torsió. Llavors, com que L és un mòdul finitament

generat sense torsió sobre un anell d’ideals principals, L és lliure de rang dimk V . A més
a més, qualsevol parell de reticles L i L′ de V està relacionat per tpL ⊂ L′, per a algun
p ∈ Z.

Una classe molt rellevant de connexions meromorfes és aquella que té singularitats
regulars. Hi ha diferents definicions equivalents de la noció de singularitats regulars d’una
connexió. Per exemple, en termes de la velocitat de creixement de les solucions o bé usant
la matriu de l’equació diferencial associada (vegeu, per exemple, [CL55, § 4]). Nosaltres
utilitzarem la definició algebraica següent:

Definició 6.3. Un reticle L d’un k-espai vectorial V s’anomena saturat si aquest és
estable per l’acció de l’operador t∂t, això vol dir t∂tL ⊆ L. Una connexió meromorfa
∇ : V −→ Ω1

T,0 ⊗OT,0
V s’anomena regular si existeix un reticle de V saturat.

Si L és un reticle de V i ∇ és una connexió meromorfa regular a V , un reticle estable
es pot construir a partir de L mitjançant el procés de saturació. Concretament, L̃ :=∑∞

p=0(t∂t)
pL és un reticle saturat per ∇ a V .

La discussió anterior es tradueix de la manera següent per al cas de la connexió de
Gauss-Manin d’una singularitat aïllada. Abans necessitarem el resultat de Brieskorn
següent, que és conseqüència del fet que la fibra de Milnor és contràctil.

Proposició 6.4 ([Bri70, proposició 1.6]). Si f té una singularitat aïllada a l’origen, hom
té que Hp(X/T )0 ∼= Hp(Ω•

X/T,0) com a OT,0-mòduls.

Definim Hn := Hn(Ω•
X/T,0). De manera similar,

′Hn := (′Hn)0 = Ωn
X,0/(df ∧ Ωn−1

X,0 + dΩn−1
X,0 ),

′′Hn := (′′Hn)0 = Ωn+1
X,0 /(df ∧ dΩn−1

X,0 ).
(6.2)

El OT,0-mòdul ′′Hn s’anomena habitualment reticle de Brieskorn, nomenclatura que jus-
tificarem tot seguit. Notem que

(6.3) ′Hn/Hn = Ωn+1
X /df ∧ dΩn−1

X = ′′Hn/df ∧ ′Hn

són C-espais vectorials de dimensió finita igual a µ.

Proposició 6.5 ([Seb70], [Bri70]). Els OT,0-mòduls Hn, ′Hn i ′′Hn són lliures de rang µ,
on µ és el nombre de Milnor de f .

La demostració que els mòduls anteriors són lliures és deguda a Sebastiani [Seb70]
(vegeu també [Mal74, teorema 5.1]). El resultat per a Hn se segueix de l’isomorfisme de
la proposició 6.4, el resultat sobre la coherència esmentat al teorema 5.1, l’isomorfisme
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Hn(X ′/T ′) ∼= Hn i el resultat de Milnor discutit a la secció 3. Per als altres dos mòduls,
el resultat es dedueix de les discussions prèvies i l’equació (6.3).

Tots tres OT,0-mòduls de la proposició 6.5 són reticles del k-espai vectorial V = Hn⊗OT,0

k = ′Hn ⊗OT,0
k = ′′Hn ⊗OT,0

k, on la connexió de Gauss-Manin ∇f,0 entre les fibres a
l’origen d’ambdues parelles defineix una connexió meromorfa ∇f,0 a V . Aquesta connexió
es coneix habitualment com a connexió de Gauss-Manin meromorfa. A més a més, com
que són reticles de V , es tenen les inclusions contràries

(6.4) tκf ′′Hn ⊂ df ∧ ′Hn i tκf ′Hn ⊂ Hn,

on κf ∈ Z és el menor enter tal que fκf ∈ J0(f). En efecte, per a aquest enter hom té
fκfdx = df ∧ ξ per a certs ξ ∈ Ωn

X,0. Llavors, per a qualsevol ω ∈ Ωn
X,0

(6.5) d(fκfω) = κff
κf−1df ∧ ω + fκfdω = df ∧

(
κff

κf−1ω + αξ
)
,

on dω = αdx, α ∈ OX,0. De manera similar, per a g ∈ OX,0, fκf gdx = df ∧ gξ. Això
dona lloc a l’aplicació següent, ben definida,

(6.6) tκf∇f,0 :
′′Hn −→ Ω1

T,0 ⊗OT,0

′′Hn,

donada per

(6.7) tκf∇f,0([gdx]) = dt⊗
[
d(gξ)− κff

κf−1gdx
]
.

Aquesta aplicació mostra que la connexió de Gauss-Manin té un pol d’ordre κf respecte
al reticle de Brieskorn ′′Hn. L’expressió anterior per a tκf∇f,0 permet calcular de manera
explícita la matriu de la connexió de ∇f,0 fins a un cert ordre en t desitjat. En aquest
context, un dels resultats més importants de Brieskorn [Bri70] és el següent:

Teorema 6.6 ([Bri70, teorema 2]). La connexió de Gauss-Manin ∇f,0 d’una singularitat
aïllada és una connexió meromorfa amb singularitat regular.

Donat el teorema 6.6, hom pot considerar la saturació del reticle de Brieskorn ′′Hn

respecte a la connexió de Gauss-Manin ∇f,0. És a dir,

(6.8) ′′H̃n =
∞∑
p=0

(t∂t)
p(′′Hn),

on ∂t és la derivada covariant de la connexió de Gauss-Manin ∇f,0. Amb aquests objectes
sobre la taula, podem enunciar el resultat clàssic de Malgrange següent:

Teorema 6.7 ([Mal75]). Si f : (Cn+1,0) −→ (C, 0) és una singularitat aïllada, el poli-
nomi de Bernstein-Sato reduït b̃f,0(s) de f és igual al polinomi mínim de l’endomorfisme

(6.9) −∂tt :
′′H̃n

/
t ′′H̃n −→ ′′H̃n

/
t ′′H̃n ,

entre C-espais vectorials de dimensió µ, el nombre de Milnor de f .

El reticle saturat és estable respecte a l’acció de t∂t, però recordem que ∂tt − t∂t = 1.
Els corol.laris següents són també resultats clàssics de Malgrange.

Corol.lari 6.8 ([Mal75]). Si α és una arrel de b̃f,0(s), llavors exp (−2πıα) és un valor
propi de la monodromia de f a l’origen.
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El resultat anàleg per al cas de singularitats no aïllades és també degut a Malgrange
[Mal83]. El resultat següent que ja s’ha esmentat a la secció 2 és una conseqüència del
corol.lari anterior i el teorema 3.1.

Corol.lari 6.9 ([Mal75]). Les arrels de bf,0(s) són nombres racionals negatius.

Com s’ha mencionat anteriorment a la secció 2, aquest resultat és cert també per
a singularitats arbitràries (vegeu [Kas76]). Acabarem aquesta secció amb la definició
següent:

Definició 6.10. Les arrels del polinomi característic de l’endomorfisme ∂tt de (6.9) al
teorema 6.7 s’anomenen b-exponents d’una singularitat aïllada.

7. La conjectura de Yano

Sigui f : (C2,0) −→ (C, 0) un germen de funció holomorfa que defineix una corba plana
irreductible amb seqüència característica (n, β1, . . . , βg), on n és la multiplicitat algebraica
de f a l’origen i g ≥ 1 és el nombre d’exponents característics. Fent servir les mateixes
notacions que a [Yan82, § 2], definim:

ri :=
βi + n

ei
, Ri :=

βiei−1 + βi−1(ei−2 − ei−1) + · · ·+ β1(e0 − e1)

ei
,

r′0 := 2, r′i := ri−1 +

⌊
βi − βi−1

ei−1

⌋
+ 1 =

⌊
riei
ei−1

⌋
+ 1,

R′
0 := n, R′

i := Ri−1 + βi − βi−1 =
Riei
ei−1

,

(7.1)

on els enters ei, i = 0, . . . , g es defineixen com a ei := gcd(ei−1, βi), e0 := n. Inspirat per la
fórmula d’A’Campo pels valors propis de la monodromia d’una singularitat aïllada, Yano
va definir el polinomi següent de potències fraccionàries en t:

(7.2) R
(
(n, β1, . . . , βg), t

)
:=

g∑
i=1

t
ri
Ri

1− t

1− t
1
Ri

−
g∑

i=0

t
r′i
R′
i
1− t

1− t
1
R′
i

+ t,

i va demostrar que R
(
(n, β1, . . . , βn), t

)
té coeficients positius. Finalment,

Conjectura (Yano [Yan82]). Per a corbes genèriques en una certa deformació µ-constant
d’una corba plana irreductible amb seqüència característica (n, β1, . . . , βg), els b-exponents
{α1, α2, . . . , αµ} són donats per la funció generadora R. És a dir,

(7.3)
µ∑

i=1

tαi = R
(
(n, β1, . . . , βg), t

)
.

Remarquem que, en el cas de corbes planes, una deformació a µ-constant és el mateix
que una deformació topològicament trivial.

La conjectura de Yano va ser demostrada per al cas d’un sol exponent característic,
és a dir, g = 1, per Cassou-Noguès [CN88]. Més recentment, Artal Bartolo, Cassou-
Noguès, Luengo i Melle-Hernández [ACNLM17] varen demostrar el cas de dos exponents
característics sota la hipòtesi que els valors propis de la monodromia siguin diferents dos
a dos. Aquesta hipòtesi sobre els valors propis de la monodromia implica que el polinomi
mínim i el polinomi característic de l’endomorfisme de (6.9) al teorema 6.7 coincideixen.
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Això vol dir que les arrels del polinomi de Bernstein-Sato i els b-exponents coincideixen
en aquest cas.

8. Períodes integrals

Sigui η ∈ Γ(X,Ωn
X) una n-forma holomorfa a X i sigui γ(t), t ∈ T ′ una secció localment

constant de la fibració Hn = ∪t∈T ′Hn(Xt,C). Com que la restricció de η a Xt és una
forma holomorfa de grau màxim i, per tant, és tancada, la integral

(8.1) I(t) :=

∫

γ(t)

η,

ja presentada a la secció 5, de η al llarg del cicle γ(t), està ben definida. A més a més,
per l’acció de la monodromia, γ(t) és una funció multivaluada de t que pren valors a
Hn(Xt,C) i I(t) defineix una funció multivaluada a T ′. Com a conseqüència del teorema
del residu de Leray de la secció 5, I(t) és una funció holomorfa (i multivaluada), ja que

(8.2) I ′(t) =
d

dt

∫

γ(t)

η =

∫

γ(t)

dη

df
,

on dη/df és la forma de Gel’fand-Leray de dη, que ja hem introduït a la secció 5. Aquesta
forma denota la restricció a Xt de qualsevol forma holomorfa ξ tal que ξ ∧ df = dη. En
coordenades locals, si dη = g dx0∧ · · · ∧dxn, llavors, en el conjunt {x ∈ X | ∂f/∂xi �= 0},
dη/df es defineix per la restricció a Xt de la forma diferencial

(8.3) (−1)i
(
∂f

∂xi

)−1

g dx0 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn.

Sigui ara γ(t) un cicle evanescent, és a dir, una secció localment constant de Hn tal que
γ(t) → 0 si t → 0. Malgrange [Mal74, lema 4.5] demostra que, si γ(t) és un d’aquests
cicles, I(t) → 0 si t → 0 en qualsevol sector | arg t | ≤ C,C ∈ R+. A més a més, demostra
que γ(t) és un vector propi de l’endomorfisme de monodromia hn a Hn(Xt,C), és a dir,
(hn − λ id)pγ(t) = 0 amb p mínim i λ ∈ C∗ una arrel de la unitat. Llavors, com que
la connexió de Gauss-Manin és regular, hom té que I(t) té la expansió següent (vegeu
[Mal74, equació 4.7.1]):

(8.4) I(t) =

∫

γ(t)

η =
∑

α∈L(λ)
0≤q<p

aα,qt
α(ln t)q, aα,q ∈ C,

on L(λ) és el conjunt de α > 0 tal que λ = exp(−2πıα). Notem que, si γ(t) no és un cicle
evanescent, llavors necessàriament λ = 1, ja que I(t) té la mateixa expressió que l’equació
(8.4), llevat d’un terme constant diferent de zero.

Com que per a qualsevol forma diferencial ω ∈ Γ(X,Ωn+1
X ) existeix η ∈ Γ(X,Ωn

X)
tal que ω = dη, considerem només les integrals de dη/df al llarg de cicles evanescents
γ(t) ∈ Hn(Xt,C). Llavors, gràcies al teorema de la monodromia,

(8.5)
∫

γ(t)

ω

df
=

∑
λ∈Λ

∑
α∈L(λ)

∑
0≤k≤n

aα−1,kt
α−1(ln t)k.
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9. Seccions geomètriques

Per a tota forma diferencial de grau màxim i qualsevol t ∈ T ′, la forma ω/df a Xt

defineix un element de Hn(Xt,C). En conseqüència, tota forma ω defineix una secció
s[ω] del fibrat Hn. En efecte, per la construcció anterior, si γ(t) és una secció localment
constant de la fibració Hn, l’emparellament 〈s[ω], γ〉 donat a l’equació (8.5) és holomorf i,
per tant, s[ω] és una secció holomorfa del fibrat Hn, és a dir, un element de Hn. Seguint
la terminologia de Varchenko [Var80, § 4], aquestes seccions són anomenades seccions
geomètriques.

Donada w una secció local de Hn i γ una secció local de Hn, tenim que d
dt
〈w, γ〉 =

〈∂∗
tw, γ〉, ja que les seccions horitzontals generen Hn com a feix de OT ′-mòduls. Con-

següentment, per l’equació (8.2), la connexió de Gauss-Manin ∂∗
t a Hn aplicada a les

seccions geomètriques es calcula com a ∂∗
t s[ω] = s[d(ω/df)].

Els nombres complexos aα,k que apareixen a l’equació (8.5) depenen de ω i de γ(t).
Per a un ω fixat, aα,k és una funció lineal en l’espai de seccions localment constants de
Hn. Com a conseqüència, el nombre complex aα,k defineix una secció localment constant
Aω

α,k(t) de la fibració Hn mitjançant la regla 〈Aω
α,k(t), γ(t)〉 := aα,k(ω, γ). Per construcció,

les seccions geomètriques s[ω] són:

(9.1) s[ω] :=
∑
λ∈Λ

∑
α∈L(λ)

∑
0≤k≤n

tα−1(ln t)kAω
α−1,k(t).

Les seccions Aω
α,k(t) seran anomenades seccions geomètriques localment constants. Sigui

Sα el feix de totes les seccions localment constants del fibrat Hn generat per les seccions
Aω

α,k amb α ∈ Q fixat, i on ω ∈ Γ(X,Ωn+1
X ), k = 0, . . . , n. Com que Aω

α,k = Afω
α+1,k, hom

té que Sα ⊆ Sα+1 i L∗ =
⊕

α Sα.

Seguint [Var80, § 4], per a tot α ∈ ∪λ∈ΛL(λ) es defineix el subfibrat holomorf
f ∗
λ,α : Hn

λ,α −→ T ′, on Hn
λ està generat sobre OT ′ per les seccions de Sα.

10. Seccions elementals

Sigui ω ∈ Γ(X,Ωn+1
X ), λ ∈ Λ, α ∈ L(λ) i assumim que, com a mínim, una de les seccions

Aω
α,0, . . . , A

ω
α,n és diferent de zero. Sigui p = max{k ∈ Z | Aω

α,k �= 0}.
L’acció natural de la monodromia h∗ en els fibrats d’homologia Hn es trasllada en una

acció natural de (h∗)−1 en les seccions Aω
α,k a través de la integral de l’equació (8.5). És

a dir, Varchenko demostra a [Var80, lema 5] que

(10.1) (h∗)−1Aω
α,k = λ−1

p∑
j=k

(2πı)j−k

(j − k)!
Aω

α,j.

Per tant, les seccions Aω
α,0, . . . , A

ω
α,p són al subfeix localment constant L∗

λ de L∗ que és
invariant per h∗ i Aω

α,0 és una secció cíclica d’aquest subfeix. Per l’equació (10.1), en
comptes de l’operador h∗ − λ id, considerarem l’operador (h∗)−1λ − id a L∗

λ. Notem que
((h∗)−1λ− id)n+1 = 0 a L∗

λ. Definim ara l’operador ln ((h∗)−1λ) a L∗
λ per la fórmula

(10.2) ln ((h∗)−1λ) :=
∞∑
j=1

(−1)j−1

j
((h∗)−1λ− id)j
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com a [Var80, lema 5]. De l’equació (10.1) es dedueix que

(10.3) Aω
α,k =

(
ln ((h∗)−1λ)

2πı

)k

Aω
α,0,

i, per tant,

(10.4) tα
p∑

k=0

(ln t)kAω
α,k(t) = exp

[
ln t

(
α id+

ln ((h∗)−1λ)

2πı

)]
Aω

α,0(t).

Llavors, Varchenko [Var80] defineix la secció elemental associada a una secció localment
constant A ∈ L∗

λ i α ∈ L(λ) com la secció sα[A] de Hλ := L∗
λ ⊗CT ′ OT ′ definida per

(10.5) sα[A](t) := exp

[
ln t

(
α id+

ln ((h∗)−1λ)

2πı

)]
A(t).

A continuació presentarem la relació, donada per Varchenko a [Var80, § 8], entre les
seccions elementals i la saturació del reticle de Brieskorn que apareix al teorema 6.7.

Considerem els fibrats vectorials quocients Hn
λ,α/H

n
λ,α−1 a T ′, els quals denotarem amb

Fα. Sigui Fα el feix localment lliure generat per les seccions de Fα. Denotarem amb Gα el
subfeix de Fα generat per les imatges de les seccions elementals sα[A], amb A una secció
de Sα, per la projecció

(10.6) πα : Hn
λ,α −→ Hn

λ,α/H
n
λ,α−1 = Fα.

La restricció de la connexió ∇∗
λ de Hn

λ a Hn
λ,α indueix una connexió ∇∗

λ,α en el fibrat
quocient Fα. Per tant, com que el feix Gα és anul.lat per la connexió ∇∗

λ,α, Gα és un
sistema local que coincideix amb Ker∇∗

λ,α. A més a més, l’operador ∂∗
t t envia seccions

elementals a seccions elementals i, per tant, indueix un endomorfisme Dα a Gα, el qual té
valor propi igual a α a totes les fibres.

Teorema 10.1 ([Var80, teorema 13]). Sigui Gα, α ∈ L(λ), λ ∈ Λ el feix localment constant
definit anteriorment i considerem el sistema local G :=

⊕
λ∈Λ

⊕
α∈L(λ) Gα amb l’endomor-

fisme D :=
⊕

λ∈Λ
⊕

α∈L(λ) Dα. Llavors, existeix un isomorfisme natural entre els espais
vectorials complexos (j∗G)0 i H̃ ′′

f,0/tH̃
′′
f,0 i, sota aquest isomorfisme, l’endormorfisme ∂tt

de H̃ ′′
f,0/tH̃

′′
f,0 correspon a D0.

El conjunt de b-exponents d’una singularitat aïllada està llavors contingut dins del
conjunt de nombres racionals positius de la forma α ∈ L(λ), λ ∈ Λ.

11. Resolució de singularitats i reducció semiestable

Sigui π : X −→ X una resolució de les singularitats de f . Això vol dir que π és un
morfisme biracional propi i X és una varietat llisa tal que els divisors

Fπ := Div(π∗f) =
∑
i∈I

NiEi, Kπ := Div(Jac(π)) =
∑
i∈J

kiEi

tenen suport amb encreuaments normals simples, és a dir, que localment són un producte
de monomis. Denotem amb E =

∑
i∈J Ei el divisor excepcional del morfisme π. L’e-

xistència de resolucions de singularitats sobre cossos de característica positiva es deu a
Hironaka [Hir64a, Hir64b].
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Per raons que quedaran clares més endavant, és convenient passar de la varietat de
resolució X a un altre espai on els encreuaments normals del divisor excepcional E són
preservats, però de tal manera que Fπ sigui reduït. Això és en efecte possible si relaxem
les condicions de suavitat de X. Aquest procés s’anomena reducció semiestable i referim
el lector a [Ste77, § 2] per a detalls concrets.

Sigui e un enter positiu de tal manera que la e-èsima potència de la monodromia és
unipotent. Per la descripció d’A’Campo de la monodromia en termes de la resolució de
f donada a [A’C75], podem prendre e = lcm(N1, N2, . . . , Nr). Definim

(11.1) T̃ := {t̃ ∈ C | |t̃| < δ1/e}

i sigui σ : T̃ −→ T l’aplicació donada per σ(t̃) = t̃e. Denotem amb X̃ la normalització
del producte fibrat X ×T T̃ i amb n : X̃ −→X ×T T̃ el morfisme de normalització. Siguin
ρ : X̃ −→ X i f̃ : X̃ −→ T̃ les aplicacions naturals. Finalment, denotem X̃t := f̃−1(t) i
D̃ := ρ∗(D) per a qualsevol divisor de D. Tenim, doncs, el diagrama commutatiu següent:

(11.2)
X̃ X X

T̃ T T.

f̃

ρ

π∗f

π

f

σ

Una orbivarietat de dimensió n + 1 és un espai analític complex que admet un reco-
briment per oberts {Ui} tal que cada Ui és analíticament isomorf a Zi/Gi, on Zi ⊂ Cn+1

és una bola oberta i Gi és un subgrup finit de GL(n + 1,C). De manera similar, un
divisor D en una orbivarietat X̃ és un divisor amb encreuaments normals d’orbivarietat
si, localment, (X̃, D̃) = (Z, F )/G, on Z ⊂ Cn+1 és un domini obert, G ⊂ GL(n + 1,C)
és un subgrup petit que actua a Z i F ⊂ Z és un divisor G-invariant amb encreuaments
normals. Les singularitats d’una orbivarietat tenen com a

molt

màxim codimensió dos.

Lema 11.1 ([Ste77, lema 2.2]). X̃ és una orbivarietat i el divisor de (πρ)∗f és un divisor
reduït amb encreuaments normals d’orbivarietat.

En coordenades locals de X, l’orbivarietat X̃ té la presentació següent: fixem U una
carta afí deX amb coordenades x0, . . . , xn per les quals hi ha enters positius k i N0, . . . , Nk

tals que (π∗f)(x0, . . . , xn) = xN0
0 · · · xNk

k . Llavors, en un entorn obert U × T̃ de X × T̃ ,
tenim xN0

0 · · · xNk
k = t̃e. Sigui d := gcd(N0, . . . , Nk); llavors, la preimatge de U × T̃ a

X̃ consisteix en d oberts disjunts que denotarem amb U1, U2, . . . , Ud. En un d’aquests
oberts Uj, es tenen coordenades y0, . . . , yk, τ relacionades per τ = y0 · · · yk. L’aplicació
ρ
∣∣
Uj

: Uj −→ U ×T T̃ ve donada per t̃ = τ exp(2πıj/d), xi = y
e/Ni

i si 0 ≤ i ≤ k i xi = yi si
i > k.

Sigui G = Z/(e/N0)×· · ·×Z/(e/Nk) el grup que actua sobre C{y0, . . . , yk} mitjançant

(11.3) (a0, . . . , ak) · yi =

{
exp(2πıajNj/e) · yj si 0 ≤ j ≤ k,

yj si j > k.

Sigui G′ := {g ∈ G | gτ = τ} ⊂ GL(n+1,C). Llavors, les funcions holomorfes i les formes
diferencials a Uj són les habituals en termes de les coordenades y0, . . . , yn subjectes a la
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condició de ser invariant per l’acció de G′, és a dir, g · (y0 · · · yk) = y0 · · · yk. En aquest
context, el càlcul diferencial és completament anàleg a l’habitual en una varietat llisa.

Considerem ω ∈ Γ(X,Ωn+1
X ) una forma diferencial de grau màxim. Sigui vi(ω) l’ordre

d’anul.lació de π∗ω en la component excepcional Ei, llavors l’ordre d’anul.lació ṽi(ω) de
(πρ)∗ω a Ẽi és e(vi(ω) + 1)/Ni − 1. Clarament, vi(ω) = ki si ω = dx0 ∧ · · · ∧ dxn i, per
tant, ṽi(ω) = e(ki + 1)/Ni − 1. Sigui ara ω̃ una secció de Ωn+1

X̃
. Com que, localment,

f̃(y0, . . . , yn) = y0 · · · yk, la forma diferencial relativa ω̃/df̃ està ben definida a

(11.4) Ẽ◦ :=
r⋃

i=1

Ẽ◦
i on Ẽ◦

i := Ẽi \
⋃
j �=i

(Ẽi ∩ Ẽj).

El lema següent és fàcil de demostrar:

Lema 11.2 ([Var82, lema 4.3]). Si πρ també denota la restricció a X̃t, t̃ ∈ T̃ ∗ de l’aplicació
πρ : X̃ −→ X, llavors, per a tot t̃ ∈ T̃ ∗,

(11.5)
(πρ)∗(ω)

df̃

∣∣∣∣
X̃t̃

= ef̃ e−1(πρ)∗
(

ω

df

∣∣∣∣
Xt̃e

)
.

12. Expansió asimptòtica completa

Sigui ω ∈ Γ(X,Ωn+1
X ) una forma diferencial holomorfa de grau màxim a X. Considerem

E◦
i × T ⊂ X coordenades analítiques tals que f̄ = xNi

0 = t. Expressant ω := π∗ω en
aquestes coordenades fixades, podem considerar la descomposició de ω següent:

(12.1) ω = ω0 + ω1 + · · ·+ ων + · · · ,

on ων és una forma holomorfa d’ordre vi(ω) + ν en la variable x0. Anomenarem ων la ν-
èsima peça de ω associada al divisor Ei. Per alleugerir la notació, ometrem la dependència
de l’índex i, ja que sempre treballarem amb un divisor excepcional Ei fixat.

Sigui X̃◦
i := n−1(E◦

i ×T̃ ) ⊂ X̃, on n és el morfisme de normalització de la secció anterior.
Recordem que a X̃◦

i existeixen coordenades locals tals que f̃(y0, . . . , yn) = y0 = t̃ amb
Ẽ◦

i : y0 = 0. Recordem també que, si ω̃ν = ρ∗ων , llavors els ordres d’anul.lació tenen la
relació següent: com que vi(ων) = vi(ω) + ν, llavors ṽi(ω̃ν) = e(vi(ω) + 1 + ν)/Ni − 1.
Amb aquestes consideracions, es pot demostrar el lema següent fent servir càlculs en
coordenades locals.

Lema 12.1. Sigui γ̃(t̃) un n-cicle qualsevol. Llavors,

(12.2)
∫

γ̃(t̃)

ω̃

df̃
=

∑
ν≥0

t̃ ṽi(ω̃ν)

∫

γ̃(t̃)

Ri(ω̃ν),

on Ri(ω̃ν) := f̃−ṽi(ω̃ν)ω̃ν/df̃ és una n-forma holomorfa definida a Ẽ◦
i .

Notem que, com que ω0 és sempre diferent de zero, Ri(ω̃0) és també una n-forma diferent
de zero a Ẽ◦

i . En canvi, això no té per què ser cert per als altres termes Ri(ω̃ν), ν > 0.

Podem obtenir ara l’expressió de l’equació (8.5) en termes de les dades numèriques
de la resolució enviant cap a X les expressions de l’equació (12.2). És a dir, gràcies al
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lema 11.2, el terme de l’esquerra de l’equació (12.2) queda com a

(12.3)
∫

γ̃(t̃)

(πρ)∗ω

df̃
= et̃e−1

∫

γ̃(t̃)

(πρ)∗
( ω

df

)
.

Definim ara els nombres

(12.4) σi,ν(ω) :=
vi(ω) + 1 + ν

Ni

, ν ∈ Z+.

En particular, σi,ν(dx0 ∧ · · · ∧ dxn) = (ki + 1 + ν)/Ni. Llavors,

(12.5)
∫

γ̃(t̃)

(πρ)∗
( ω

df

)
= e−1

∑
ν≥0

t̃e(σi,ν(ω)−1)

∫

γ̃(t̃)

Ri(ω̃ν),

ja que ṽi(ω̃ν)−e+1 = e(σi,ν(ω)−1). Finalment, com que t̃e = t, obtenim el lema següent:

Lema 12.2. Per a qualsevol n-cicle γ̃(t̃) a X̃◦
i , sigui γ(t) := ρ∗γ̃(t̃

e), llavors

(12.6)
∫

π∗γ(t)

ω

df
=

∑
ν≥0

tσi,ν(ω)−1

∫

γ(t̃)

Ri,ν(ω),

on Ri,ν(ω) := e−1(ρ−1)∗Ri(ω̃ν) és una n-forma diferencial multivaluada a E◦
i que no depèn

de l’enter e.

Els termes logarítmics que falten a l’equació (12.6) quan la comparem amb l’equació
(8.5) estan amagats en les integrals de la part dreta de l’equació (12.6). En efecte, aquestes
integrals poden tendir a l’infinit quan t̃ tendeix a zero. Això voldria dir que, a causa de
l’equació (8.5), hi ha un terme logarítmic associat a l’exponent σi,ν(ω)− 1.

Com a conseqüència, almenys per a aquells termes tals que, quan t tendeix a zero, la
integral de Ri,ν(ω) al llarg d’algun cicle γ(t̃) està ben definida, la n-forma diferencial multi-
valuada Ri,ν(ω) a Ei defineix una classe de cohomologia localment constant Aω

σi,ν−1,0(t) del
fibrat vectorial generat a cada fibra per π∗γ(t), t ∈ T ′. En efecte, hom té l’emparellament

(12.7) 〈Aω
σi,ν−1,0(t), π∗γ(t)〉 := lim

t̃→0

∫

γ(t̃)

Ri,ν(ω) ∈ C.

Tant aquí com a continuació denotarem Aω
σi,ν−1,0 en lloc de Aω

σi,ν(ω)−1,0 per alleugerir la
notació.

Sigui Di,j la intersecció de Ei amb un altre component irreductible Dj ∈ Supp(Fπ).
Tenim llavors que Di,j són divisors de la varietat Ei, ja que Fπ té encreuaments normals
simples. Per definició, E◦

i = Ei \ ∪jDi,j.

Lema 12.3. La n-forma diferencial Ri,ν(ω) a E◦
i és multivaluada al llarg dels divisors

Di,j amb ordre d’anul.lació igual a

(12.8) εj,ν(ω) := −Njσi,ν(ω) + vj(ων) = −Nj
vi(ω) + 1 + ν

Ni

+ vj(ων).

Com que no hi haurà confusió, no farem explícita la dependència de l’índex i del divisor
Ei quan ens referim als nombres εj,ν(ω).

Donada ω ∈ Γ(X,Ωn+1
X ), per poder demostrar que un candidat σi,ν(ω) és un b-exponent

de f , s’han de comprovar diverses coses. Primer, la ν-èsima peça ων de ω associada al
divisor excepcional Ei ha de ser diferent de zero. A continuació, s’ha de demostrar que
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existeix un cicle γ(t̃) tal que la integral de Ri,ν(ω) al llarg de γ(t̃) és diferent de zero
quan t̃ tendeix a zero. Gràcies a la secció 9, això dona una secció localment constant
Aω

σi,ν−1,0. Finalment, pel teorema 10.1, perquè σi,ν(ω) sigui un b-exponent n’hi ha prou
que Aω

σi,ν−1,0 �∈ Sσi,ν−2, ja que llavors la imatge de sσi,ν−1[A
ω
σi,ν−1,0] a Gσi,ν−1 ⊆ Fσi,ν−1 serà

diferent de zero.

13. Períodes integrals per singularitats de corbes planes

Sigui f : (C2,0) −→ (C, 0) un germen de funció holomorfa que defineix una singularitat
de corba plana, no necessàriament irreductible. Utilitzant les notacions introduïdes a la
secció 11, fixarem un resolució de singularitats π :X −→ X de f . Notem que el divisor
excepcional de qualsevol d’aquestes resolucions de singularitats està format exclusivament
per corbes racionals, és a dir, Ei

∼= P1
C.

Fixem una component excepcional Ei de la resolució de f . Assumim també que tenim
una 2-forma diferencial holomorfa ω ∈ Γ(X,Ω2

X) tal que la peça de grau ν, ων , de ω
associada amb la component excepcional Ei és diferent de zero. L’argument següent per
trobar cicles C sobre divisors excepcionals de ruptura tal que per un cert candidat a
exponent σi,ν − 1 hom té

(13.1) lim
t̃→0

∫

γ(t̃)

Ri,ν(ω) = m

∫

C

Ri,ν(ω) �= 0, m ∈ Z,

és degut a Loeser [Loe88, § III.3]. Recordem que els divisors excepcionals de ruptura són
aquells tals que χ(E◦

i ) < 0. Llavors, com s’ha comentat anteriorment a la secció 12, això
implicarà que la forma multivaluada Ri,ν(ω) definida a Ei determina una secció localment
constant Aω

σi,ν−1,0 diferent de zero.

En el cas de corbes planes, els divisors Di,j de la varietat Ei són simplement punts, els
quals denotarem amb pj, sense especificar explícitament la seva dependència de Ei. Sigui
ara

(13.2) Si,ν(ω) := {pj ∈ Ei | pj = Ei ∩Dj amb Dj ∈ Supp(Fπ) i εj,ν(ω) �= 0},

i sigui L el sistema local a Ei \ Si,ν(ω) amb monodromies e−2πıεj,ν(ω) al voltant dels punts
pj ∈ Si,ν(ω). La forma Ri,ν(ω), per ν > 0, pot no ser diferent de zero a E◦

i . Deno-
tem, per tant, qk ∈ E◦

i , k = 1, . . . , r els punts on Ri,ν(ω) té zeros d’ordre δk,ν(ω) > 0.
Llavors, la forma multivaluada Ri,ν(ω) defineix un element de Γ(Ei,Ω

1(−
∑

εj,ν(ω)pj −∑
δk,ν(ω)qk)(L)). En aquest context, tenim el resultat següent, que és una petita genera-

lització d’un resultat semblant degut a Deligne i Mostow [DM86, proposició 2.14].

Proposició 13.1. Sigui ω ∈ Γ(P,Ω1(−
∑

εj,ν(ω)pj −
∑

δk,ν(ω)qk)(L)). Assumim que∑
εj,ν ≤ r − 1 i que e−2πıεj,ν(ω) �= 1 per a tot pj ∈ Si,ν(ω). Llavors, Ri,ν(ω) defineix una

classe de cohomologia diferent de zero a H1(P \ Si,ν(ω), L).

El lema següent és clau a l’hora d’aplicar la proposició anterior. Altres versions d’aquest
mateix resultat en el cas de ν = 0 es poden trobar en treballs de Lichtin [Lic85] i Loeser
[Loe88].
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Proposició 13.2. Per a qualsevol forma diferencial holomorfa ω ∈ Γ(X,Ω2
X)

(13.3)
r∑

j=1

εj,ν(ω) +
s∑

k=1

δk,ν(ω) = −2− νE2
i .

Corol.lari 13.3. Assumint que ω ∈ Γ(X,Ω2
X) és tal que els divisors de Supp(Div(π∗ω))

i de Supp(Fπ) que intersequen Ei són els mateixos, llavors:

(13.4)
r∑

j=1

εj,ν(ω) ≥ −2.

Assumint que ω satisfà el corol.lari 13.3, si Ei és de ruptura, és a dir, χ(E◦
i ) = 2−r < 0,

i suposant que el candidat σi,ν(ω)− 1 és tal que εj,ν(ω) �∈ Z, llavors la proposició 13.1 pot
ser aplicada i la forma multivaluada Ri,ν(ω) defineix una classe de cohomologia diferent
de zero a H1(E◦

i , L). La conseqüència d’això és que, com que l’emparellament entre
homologia i cohomologia és no degenerat, existeix un cicle torçat C ∈ H1(E

◦
i , L

∨) tal que

(13.5)
∫

C

Ri,ν(ω) �= 0.

Seguint la mateixa construcció que a [Loe88], sigui p : F −→ E◦
i la coberta finita associada

al sistema local L de E◦
i . Aquesta coberta finita es caracteritza pel fet que p∗CF = L. Per

definició, el cicle torçat C ∈ H1(E
◦
i , L

∨) s’identifica amb un cicle de H1(F,C). Recordem
ara l’existència del morfisme ρ : X̃ −→X de la secció 11. La restricció de ρ a Ẽi és una
coberta ramificada de grau Ni, la multiplicitat del divisor excepcional Ei, amb punts de
ramificació Ei ∩ Dj i monodromies exp (2πıNj/Ni). Per tant, com que les monodromies
de F són

(13.6) exp(2πıεj,ν(ω)) = exp

(
−2πı(ki + 1 + ν)

Nj

Ni

)
= exp

(
2πı

Nj

Ni

)−(ki+1+ν)

,

la restricció de ρi a ρ factoritza com a

(13.7) ρi : Ẽ
◦
i

q−−−→ F0

p|F0−−−→ E◦
i ,

on F0 és una de les components connexes de F . Ara, com que q és també una coberta
finita, hi ha un enter m i un cicle γ̃ a H1(Ẽ

◦
i ,C) tal que q∗γ̃ = mC. Finalment, com que

f̃ és una fibració localment trivial en un entorn de Ẽ◦
i , usant entorns tubulars, podem

estendre γ̃ a una família de cicles localment constants γ̃(t̃) de H1(X̃t,C) amb t̃ ∈ T̃ ′ tals
que en el límit γ̃(0) := γ̃ (vegeu [Var82, § 4.3]).

Definint γ(t) := ρ∗γ̃(t̃
e) per a tot punt t ∈ T ′ a la base, hem obtingut, sota certes

hipòtesis sobre l’exponent candidat σi,ν(ω) − 1 i el divisor excepcional Ei, una família
de cicles localment constants de H1(X t,C) tal que se satisfà l’equació (13.1). El resultat
precís s’enunciarà a la pròxima proposició.

Definició 13.4. Un candidat a b-exponent σi,ν(ω) es dirà que és no ressonant si els
nombres εj,ν(ω) definits a (12.8) pertanyen a Q \ Z.

Notem que la condició de no ressonància és independent de la forma ω ∈ Γ(X,Ω2
X)

escollida per definir σi,ν(ω). És a dir, si ω′ ∈ Γ(X,Ω2
X) és una altra forma diferencial tal

que σi,ν(ω
′) = σi,ν(ω) i σi,ν(ω) és no ressonant, llavors σi,ν(ω

′) és també no ressonant.
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Proposició 13.5. Sigui ω ∈ Γ(X,Ω2
X) una forma diferencial que satisfà el corol.lari 13.3

i tal que la ν-èsima peça ων de ω respecte del divisor de ruptura Ei és diferent de zero.
Assumim també que σi,ν(ω) és no ressonant. Llavors, la forma diferencial multivaluada
Ri,ν(ω) a Ei defineix una secció geomètrica Aω

σi,ν−1,0(t) no zero del fibrat vectorial H1.

14. B-exponents genèrics

Sigui f : (C2,0) −→ (C, 0) un germen de funció holomorfa que defineix una corba
plana irreductible amb semigrup Γ = 〈β0, . . . , βg〉. Donat Ei un divisor de ruptura de la
resolució minimal de f , prenem σi,ν(ω) un candidat a b-exponent no ressonant associat a
Ei (vegeu la definició 13.4).

Lema 14.1. Un candidat a b-exponent σi,ν(ω) és no ressonant si i només si βiσi,ν(ω) �∈ Z
i ei−1σi,ν(ω) �∈ Z.

Per a la resta de la secció, fixarem ω ∈ Γ(X,Ω2
X) una forma diferencial de grau màxim

tal que ω = g dx∧dy amb g(0) �= 0. Per simplicitat, podem agafar ω = dx∧dy. Recordem
en aquest punt que és un resultat clàssic que la seqüència característica i el semigrup d’una
corba plana irreductible són invariants topològics complets i, per tant, equivalents. Usant
les propietats de les valoracions divisorials de les corbes planes, podem escriure el conjunt
de candidats associats a aquesta ω i al divisor de ruptura Ei en termes del semigrup Γ de
la forma següent:

(14.1) σi,ν(ω) =
mi + n1 · · ·ni + ν

niβi

, ν ∈ Z+.

Notem, per tant, que el conjunt de candidats de la conjectura de Yano (vegeu l’equació (7.2))
és exactament

(14.2)
g⋃

i=1

{
σi,ν(ω) =

mi + n1 · · ·ni + ν

niβi

∣∣∣∣ 0 ≤ ν < niβi, βiσi,ν(ω), ei−1σi,ν(ω) �∈ Z
}
.

Per veure la igualtat entre els exponents de l’equació (7.2) i el conjunt (14.2) és suficient
utilitzar les igualtats R′

i = βi i r′i = �(mi+n1 · · ·ni)/ni�. Per tant, Ri = Ni = niβi = niR
′
i

i ri = ki + 1 = mi + n1 · · ·ni = nir
′
i.

Si considerem la fórmula d’A’Campo per al cas de corbes planes irreductibles, és fàcil de
veure que hi ha exactament µ elements en els conjunts de (14.2), comptats amb possibles
multiplicitats. Llavors, λ = exp (2πıσi,ν(ω)) amb i = 1, . . . , g i 0 ≤ ν < niβi és el conjunt
de tots els valors propis de la monodromia d’una corba plana irreductible.

Proposició 14.2. Sigui λ = exp(−2πıσi,ν(ω)), 0 ≤ ν < niβi un valor propi de la mono-
dromia. Per a qualsevol fy : (C2,0) −→ (C, 0), y ∈ Iδ, deformació µ-constant de f ,
existeix una forma diferencial ηy ∈ Γ(X,Ω2

X) tal que A
ηy
σi,0−1,0(t, y) és diferent de zero per

a totes les fibres de la deformació i exp(−2πıσi,0(ηy)) = exp(−2πıσi,ν(ω)).

Un ingredient essencial en la demostració de la conjectura de Yano és la semicontinuïtat
dels b-exponents d’una corba plana irreductible. El resultat següent generalitza un resultat
de Varchenko que només s’aplica a singularitats aïllades tals que els valors propis de la
monodromia són diferents dos a dos. Per a més detalls sobre la semicontinuïtat, vegeu
[Bla21].
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Teorema 14.3 (semicontinuïtat). Si f : (C2,0) −→ (C, 0) és un corba plana irreductible,
els b-exponents d’una deformació a µ-constant uniparamètrica de f depenen de manera
semicontínua superior del paràmetre de la deformació.

Per a qualsevol ν ∈ Z+, podem mostrar que, de manera genèrica en una deformació
uniparamètrica a µ-constant de f , la peça ων de grau ν de ω associada amb el divisor de
ruptura Ei és diferent de zero i, per tant, Ri,ν(ω) és diferent de zero.

Proposició 14.4. Per a qualsevol σi,ν(ω), ν ∈ Z+ no ressonant, existeix fy : (C2,0) −→
(C, 0), y ∈ Iδ, una deformació uniparamètrica a µ-constant de f tal que la secció localment
constant Aω

σi,ν−1,0(t, y) és diferent de zero per fibres genèriques de la deformació.

La demostració d’aquest resultat utilitza l’existència i les propietats de la corba mono-
mial d’un semigrup de corba plana (vegeu [Tei86]). Aquesta part de la demostració de la
conjectura de Yano és on s’utilitza de manera essencial la irreductibilitat de f . Finalment,
podem mostrar que la conjectura de Yano és certa.

Teorema 14.5 (conjectura de Yano). Sigui f : (C2,0) −→ (C, 0) un germen de funció
holomorfa que defineix una corba plana irreductible amb semigrup Γ = 〈β0, β1, . . . , βg〉.
Llavors, per corbes genèriques en una certa deformació a µ-constant de f , els b-exponents
genèrics són:

(14.3)
g⋃

i=1

{
σi,ν =

mi + n1 · · ·ni + ν

niβi

∣∣∣∣ 0 ≤ ν < niβi, βiσi,ν , ei−1σi,ν �∈ Z
}
.

Demostració. Sigui σi,ν = σi,ν(ω) un candidat a b-exponent del conjunt de (14.3). Pel
lema 14.1, σi,ν(ω) és no ressonant i, com a conseqüència de la proposició 14.4, tenim l’e-
xistència, de forma genèrica en una deformació a µ-constant de f , d’una secció geomètrica
localment constant Aω

σi,ν−1,0 diferent de zero donada per l’exponent σi,ν(ω) − 1 associat
al divisor de ruptura Ei. Pel teorema 10.1, i gràcies al fet que 0 ≤ ν < Ni, hom té que
σi,ν(ω) és un b-exponent d’aquestes corbes genèriques. Això és així, ja que la projecció de
sσi,ν(ω)−1[A

ω
σi,ν−1,0] en el fibrat quocient Fσi,ν(ω)−1 (vegeu la secció 10) és diferent de zero.

En efecte, Aω
σi,ν−1,0 no és un subfibrat de H1

λ,σi,ν(ω)−2 perquè σi,ν(ω) − 1, 0 ≤ ν < niβi és
estrictament més petit que σi,0(ω).

Finalment podem utilitzar la semicontinuïtat superior del teorema 14.3, per així poder
aplicar aquest mateix argument a tots els candidats a b-exponents de (14.3). En aquest
cas, com que σi,ν(ω)− 1, 0 ≤ ν < niβi, és més petit que σi,0(ω) per a tot i = 1, . . . , g, la
semicontinuïtat superior implica que, quan un sol candidat a b-exponent ha estat trobat
de manera genèrica, deformacions posteriors no mouran aquest b-exponent. D’aquesta
manera obtenim una deformació a µ-constant de la corba original f tal que els candidats
de (14.3) són els b-exponents de fibres genèriques de la deformació.
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